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Introduction Introduction

aux méthodes aux méthodes
statistiques. statistiques.

Cours 4 M-estimation, rappel du Cours 3 Cours &
m Principe de maximum de vraisemblance

MAP 433 : Introduction aux méthodes
statistiques. Cours 4 EMV, asymptotique des Z- et M- estimateurs

Méthode d'estimation dans le modele de régression
m Modele de régression, notion de « design >
m Régression a design déterministe
21 février 2014 m La droite des moindres carrés
m Régression linéaire multiple

M-estimation Un exemple classique : parametre de localisation
. . . MAP 433 : MAP 433 :
m Situation : on observe Xi,..., X, deloi Py sur Ret ¥ € ©. BTl m O =R, Py(dx) = f(x —V)dx, et [ xf(x)dx =0, Introducton
aux méthodes aux méthodes
m Principe : Se donner une application ¢ : © x R — R statisiques. Jz x*Py(dx) < 400 pour tout ¥ € R. On pose statistiques.
telle que, pour tout ¥ € © C RY,

M-estimation, /LZJ(B, X) = _(a - X)2 M-estimation,

rappel du rappel du

a~ ]Efﬂ [1/}(37 X)] = /w(a, X) Pﬁ(dx) Cours 3 Cours 3

m La fonction

admet un maximum en a = 9.

a~ Ey[y(a,X)] =— /R(a — x)?f(x — 9)dx

On appelle M-estimateur associé a 1) tout estimateur 1% admet un maximum en a = Ey [X] = fR xf(x —9)dx = 9.
satisfaisant m M-estimateur associé :
n . n n n
Zl (0, X;) = gﬁeag;w(a, X;). S0 = 0 = min S (X — ).
i= 1= i=1 i=1



Parameétre de localisation Lien entre Z- et M- estimateurs

MAP 433 : ). . .. MAP 433 :
Introduction m Pas d'inclusion entre ces deux classes d'estimateurs en Introduction
aux méthodes 17 | . aux méthodes
m C'est aussi un Z-estimateur associé a ¢(a,x) = 2(x — a) : R generat il
ot ’ ’ Cours 4 m Si i) non-réguliere, M-estimateur % Z-estimateur Cours 4
nr . , . ST . .
on resou m Si une équation d'estimation admet plusieurs solutions

n M-estimation, distinctes, Z-estimateur % M-estimateur (cas d'un Wi-coitELEm,

~ _ rappel du rappel du

E (a—X;)=0 dou 9, =X,. Cours 3 extremum local). Cours 3

i=1 m Toutefois, si ¢ est réguliere, les M-estimateurs sont des

m Dans cet exemple tres simple, tous les points de vue Z-estimateurs : si © C R (d = 1), en posant

comeident. 6(3,x) = 0a)(3, )
m Si, dans le méme contexte, [, x?Py(dx) = +oo et
f(x) = f(—x), on peut utiliser Z-estimateur avec on a
¢(a,x) = Arctg(x — a). Méthode robuste, mais est-elle
optimale ? Peut-on faire mieux si f est connue? A suivre... Za -
(0, X0)| 5. =D &0, Xi) =0},
i=1 ) i=1

Maximum de vraisemblance Fonction de vraisemblance

MAP 433 : MAP 433 :

Introduction | La fam|”e {]P)ﬁ,'ﬁ S @} est dominée pal’ une mesure O’-ﬁnie Introduction
aux méthodes aux méthodes
. . . .. statistiques. M On se donne, pOUI’ 19 S e statistiques.
m Principe fondamental et incontournable en statistique. Cas Cours 4 Cours 4
particuliers connus depuis le XVIlleme siecle. Définition F(0,x) = dPy (x), x €R
générale : Fisher (1922). ’ d ’ '

m Fournit une premiére méthode systématique de e de —
construction d'un M-estimateur (souvent un Z-estimateur, — [sskes
souvent aussi a posteriori un estimateur par substitution Fonction de vraisemblance du n-échantillon associée a la
simple). famille {f(9,-),v € ©} :

m Procédure optimale (dans quel sens?) sous des hypotheses
de régularité de la famille {Py,9 € ©} (Cours 6).

m Parfois difficile a mettre en oeuvre en pratique —
méthodes numériques, statistique computationnelle.

Principe de
maximum de
vraisemblance

9~ Lo(0, X1, ..., Xn) =[] F(9, %)
i=1

m C'est une fonction aléatoire (définie u-presque partout).



Exemples Exemples
N . MAP 433 : MAP 433 :
m Exemple 1 : Modele de Poisson. On observe Introduction Introduction
- et m Exemple 2 Modele de Cauchy. On observe ol
Xi,..., Xn ~iid. Poisson(V), G & Cours 4
X1,y Xn ~iid. Cauchy,
U € © =Ry \{0} et prenons p(dx) = > Ok(dx).
m La densité de Py par rapport 3 1 est a3 U € © =R et p(dx) = dx (par exemple). s
e m On a alors oo
g U
f(0,x)=e"" 5ox=0,1,2,.... b4 g 1 .,
X! x) = (¥, x)dx = ———dx.
o o NG = 00 = S = op)
m La fonction de vraisemblance associée s'écrit
n 9% m La fonction de vraisemblance associée s'écrit
9~ La(0, X1, Xa) = [T 7y o 1
o1 i! 0~ L0, X1, .., Xn) = = [ (1+ (X = 9)%) .
1 einﬁfﬁzin:l Xi i i=1

Principe de maximum de vraisemblance

Principe de maximum de vraisemblance

MAP 433 :

MAP 433 :
Introducti . s Introducti
m Cas d'une famille de lois restreinte a deux points a::*ﬁ:’?;ﬁ?szzs m A posteriori, on observe (X, ..., X,). L'événement aiﬁ:if?jfzzs
Cours 4 n n Cours 4
© = {¥1,9,} CR, {TI7wx) > [T F(2. X0} (Cas 1)
avec Py, discrete et pi(dx) la mesure de comptage. = =
m A priori, pour tout (x1,...,x,), et pour ¥ € {1,392}, P;ml“ ou bien I'événement i e

vraisemblance

Pg [Xl = X1,..- 7Xn = Xn] = ﬁPﬂ [Xi = Xi] {II:J]; f(’l92,X,') > 1_[1 f(1917Xi)} (Cas 2)
i=1 = i=

ﬁ f(9, x;) est réalisé. (On ignore le cas d'égalité.)
= X;).
i=1 - m Principe de maximum de vraisemblance :

-~

La probabilité d'avoir la réalisation fixée (xi,...,x,). U0 = V11lcas 13 + V21{cas 2}-



Estimateur du maximum de vraisemblance

Remarques

m On généralise le principe précédent pour une famille de lois
et un ensemble de paramétres quelconques.

m Situation : Xi,..., X, ~iid Py, {Py,0 € ©} dominée,
© CRY, 9~ L,(9, X1, ..., X,) vraisemblance associée.

On appelle estimateur du maximum de vraisemblance tout
estimateur ¥."V satisfaisant

Lo(0™ X1,..., Xp) = max Ln(d, X, .-, X)-

m Existence, unicité...

Exemple : modele normal

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.

m Log-vraisemblance :

Cours 4 O~ (0, X1, ..., Xp) = log Ln(9, X1, ..., Xp) Cours 4
n
= log (¥, X;).
incipe de I:1 Principe de

maximum de

maximum de
vraisemblance

vraisemblance

Bien défini si (9,-) > 0 u-pp.
Max. vraisemblance = max. log-vraisemblance.

m L'estimateur du maximum de vraisemblance ne dépend
pas du choix de la mesure dominante .

m Notion de racine de I'équation de vraisemblance : tout
estimateur 5,1,”" vérifiant

Voln(OF, X1, ..., Xy)

Exemple : modele normal

L'expérience statistique est engendrée par un n-échantillon de
loi N'(u,0?), le paramétre est ¥ = (u,0%) € © = R x R, \{0}.

m Vraisemblance

n

1
2 _ 1 2
Lo((p,0%), X1y, Xn) = W exp (_W Zl:(xl—ﬂ) )
m Log-vraisemblance
2 __n 2 1 ¢ 2
Cn((p,0°), X1, ..., Xp) = — 5 log(2m0%)—5— 'Eil(Xi_N) :

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 4

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.

Equation(s) de vraisemblance

1 n Cours 4
Ouln (11, 02), X1, .., Xp) = — > (X — )
i=1
) n 1 < 2 Frpitar de
vraisemblance 802fn((p, g ), )(17 ey Xn) = —ﬁ + ﬁ Z(X, - Iu) . vraisemblance
i=1

Solution de ces équations (pour n > 2) :

n

Z(Xi - yn)2)

i=1

1

(Yn) -

n

Jrv
19n

Arifi AI'V — Amv
et on vérifie que 95V = 9.



Exemple : modele de Poisson

Exemple : modele de Laplace

m Vraisemblance

1 n
[’n(ﬁvxh s 7Xn) = Weim%gz":l Xi.
j=17M"

m Log-vraisemblance

(9, X1, Xn) = c(Xa, ..., Xa) — 0 + > Xilog ¥,

i=1

m Equation de vraisemblance

o1 ~ 1 _
—n+§:><,-5 =0, soit |97 == X=X,
i=1 i=1

Arifi Arv — Amv
et on vérifie que 95V = 9.

Exemple : modele de Laplace

Maximiser L,(¢, X1, ..., Xy) revient a minimiser la fonction
R Dy |X,- — 19|, dérivable presque partout de dérivée
constante par morceaux. Equation de vraisemblance :

Zsign(X; —9)=0.
i=1

Soit X(1) < ... < Xp) la statistique d'ordre.

m 1 pair: f@n‘“" n'est pas unique; tout point de l'intervalle
Xiny, X est un EMV.
X(3) X(g+)
m n impair : Y = X(,,+1), I'EMV est unique. Mais 9}
2

n'existe pas.

m pour tout n, la médiane empirique est un EMV.

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 4

Principe de
maximum de
vraisemblance

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 4

Principe de
maximum de
vraisemblance

L'expérience statistique est engendrée par un n-échantillon de [MAP 433
loi de Laplace de parametre 9 € © = R. La densité par rapport aux méthodes
N statistiques.
a la mesure de Lebesgue : Cours 4
1 |x — V|
f(¥,x) = —exp(—
( b ) 20_ p( o )7
N Principe de
ol ¢ > 0 est connu. maximum de
m Vraisemblance
1 n
La(9,X1,..., Xp) = (20) "exp (— - z; |X; —9|)
1=

m Log-vraisemblance

1 n
Cn(9, X1, ..., Xy) = —nlog(20) — - Z |1X; — ).
i=1

Exemple : modéle de Cauchy

. MAP 433 :
m Vraisemblance Introdtction
aux méthodes
n 1 statistiques.

— Cours 4

L9, X1,....X,)=m ”Hi.
( 9 b 9 ) ] 1 _|_ (XI _ ,19)2
i=1
m Log-vraisemblance
Principe de

maximum de
vraisemblance

(9, X1, Xn) = —nlogm — ) log (1 + (X; — ¥)?)
i=1

m Equation de vraisemblance

z”: Xi—v o
P} 1+(X,'—’L9)2 N

pas de solution explicite et admet en général plusieurs
solutions.



Maximum de vraisemblance = M-estimateur

Une inégalité de convexité

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes

m Une inégalité de convexité : ; mesure o-finie sur R; f, g statisiques.
ours
deux densités de probabilités par rapport a p. Alors

/ F(x) log F(x)u(dx) > / £ (x) log g (x)pu(dk)
R R

Principe de
maximum de
vraisemblance

(si les intégrales sont finies) avec égalité ssi f = g u-pp.

m Preuve : 3 montrer

/ f(x) log ig ;,u(dx) <0.

(avec une convention de notation appropriée)

Conséquence pour I'EMV

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.

m On pose Cours 4

‘w(a,x) =logf(a,x), a€®, xeR

Principe de

(avec une convention pour le cas ol on n'a pas maximum de
f(a,-) >0.)

m La fonction
a~ Ey [¢(a,X)] = /Rlog f(a, x)f (9, x)p(dx)

a un maximum en a = 9 d’apres I'inégalité de convexité.

MAP 433 :
Introduction
m On a log(1 + x) < x pour x > —1 avec égalité ssi x = 0. aux méthodes
statistiques.

| DOnC Cours 4

06 £0) _1og (1.4 (£0) 1)) < £ _
f(x) f(x) f(x) =
(avec égalité ssi f(x) = g(x)). rssemblance

m Finalement

[ reoroeEuta < [ 700 (50 - 1)ut@0

— /R g(x)p(dx) — /R f(x)p(dx)

MAP 433 :

Introduction
aux méthodes
statistiques.

m Le M-estimateur associé a ¢ maximise la fonction

n Cours 4
a~~ E log f(a, Xi) = ln(a, X1,...,Xp)
i=1
c'est-a-dire la log-vraisemblance. C'est I'estimateur du i de
maximum de vraisemblance. R

m C'est aussi un Z-estimateur si la fonction 9 ~~ log f(4, -)
est réguliere, associé a la fonction

819 f(ﬁ) X)

o(¥,x) = Oy log f(¥,x) = )

, €0, xeR
lorsque © C R, a condition que le maximum de
log-vraisemblance n'est pas atteint sur la frontiére de ©.
(Se généralise en dimension d.)



Choix de modele statistique

Un M-estimateur qui n'est pas un Z-estimateur

m Le statisticien a le choix de la famille {Py, 9 € ©}. L'EMV
dépend de ce choix.

m Exemple : on a I'échantillon (n = 10) :

0.92, —0.20, —1.80, 0.02, 0.49, 1.41, —1.59, —1.29, 0.34, 100.

tirage de N'(0,1)

m On prend Py(dx) = f(x — ¥)dx pour deux f différents :
m f densité de la loi normale = 9, = X, = 9.83.

m f densité de loi de Laplace = tout point de I'intervalle
[0.02,0.34] est un Y™, en particulier, la médiane :

9% = M, = (0.02 + 0.34)/2 = 0.18.

n

m Autre choix de modele...

Asymptotique des Z- et M-estimateurs

m Probléme général délicat. Dans ce cours : conditions
suffisantes.

m Convergence : critére simple pour les M-estimateurs.

m Vitesse de convergence : technique simple pour les
Z-estimateurs, a condition de savoir que |'estimateur est
convergent.

m Sous des hypothéses de régularité, un M-estimateur est un
Z-estimateur.

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 4

Principe de
maximum de
vraisemblance

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.
Cours 4

EMV,
asymptotique
des Z- et M-
estimateurs

MAP 433 :
. Introduction
m On observe Xi, ..., X, ~iid. uniformes sur [0, 9], aux méthodes
statistiques.

'19 c @ - R+ \{O} Cours 4

m Ona
-1
Py(dx) =97 1jg,9(x)dx
et A maa:

n
Lp(0, X1y, Xp) =07" H Lj0,01(Xi)
i—1

__ 9—n
= 1{max1gi§nXi§19}

m La fonction de vraisemblance n'est pas réguliere.

m |'estimateur du maximum de vraisemblance est
19an = MaXi<i<n X,'.

Convergence des M-estimateurs

. . .. . MAP 433 :
m Situation : on observe Xi,..., X, i.i.d. de loi dans la Introduction
. aux méthodes
faml”e {]P)ﬁ, 19 c @} statistiques.
. Cours 4
m ¢ : © xR — R fonction de contraste.
m Loi des grands nombres :
1 n
Mp(a) = = (a, X) EMY,
n < asymptotique
=1 des Z- et M-

estimateurs

converge en Py-probabilité vers
M(a) 19) = ]E’ﬁ [w(av X)]

qui atteint son maximum en a = ¢

B < a montrer > :

~

Py
9, = M E X)) =9
= argmax M(a) — arg max 9 [¥(a, X)]



Convergence des M-estimateurs Loi limite des Z-estimateurs

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes
statistiques.

. ; ~ s . famille {Py,v € ©}, © C R.
Si le M-estimateur v,, associé a la fonction de contraste est ~
bien défini et si

MAP 433 :
Introduction
aux méthodes

m v, : Z-estimateur associé a ¢ : © x R — R vérifie

m sup,co |Ma(a) — M(a, 0)] =% 0, — o Ew,
m Ve > 0, sup|,_yg> M(a,9) < M(3,9) (condition de E}E'ZEEZT Z ¢(Vn, Xi) =0 E:%%:EEZT
maximum) i=1
~ Py ~
alors v, — 0. m Si 9, est un M-estimateur associé a la fonction de
contraste 1 réguliere, alors c'est un Z-estimateur associé a
m La condition 1 (convergence uniforme) peut étre délicate a la fonction ¢(a,x) = 8,1(a, x).
montrer... m On suppose @n convergent. Que dire de sa loi limite?

Loi limite des Z-estimateurs : principe Loi limite des Z-estimateurs : principe
MAP 433 : MAP 433 :
Introduction ; Introduction
. aux méthodes u Convergence du numeérateur aux méthodes
| | I_Ol deS gl’andS nombl’es statistiques. statistiques.
Cours 4

Cours 4

n _ 1y y _d
Z,-,(a) _ %Zﬁb(aaxi) &) Z(a,19) —E, [qb(a,X)] \/EZ,,(I(}) - ﬁ ;Mﬁ,xl) - N(OaEﬁ [¢(19’X)2])
i=1

o } EMV, si lE 1, X)) =0etE 9, X)?] < +oc. EMV,
m Principe. Développement de Taylor autour de ¥ : asymptotique v [(/b( ’ )} _ v [(é(  X) ] * asymptotique
el m Convergence du dénominateur dee 2 et M-

0= Zo(0n) = Zn(9) + (0, — 9) Z(0) + 1(0,, —0)2Z"(0,). Lo )
Zy(9) = — > 990(0. Xi) = By [006(0, X))

m On néglige le reste : i=1

~ —/nZ,(9 3
Va0, —9) ~ \g 5( ) # 0 (a supposer).
n(9) m + hypothéses techrliques pour contrdler le reste (besoin de
la convergence de 9,,).



Loi limite des Z-estimateurs Influence d'une variable sur une autre

o . MAP 433 : MAP 433 :
Proposition (Convergence des Z-estimateurs) Introduction Introduction
aux méthodes

aux méthodes
statistiques.

statistiques.
Cours 4

. ~ P
m Soit © un ouvert de R. Pour tout 9 € ©, U,, 4V, cour=t m Principe : on part de I'observation d'un n-échantillon
Ey [¢(d, X)?] < +oo et -

Eg [¢(9, X)] =0, Eg [096(3, X)] # 0.

Yi,...,Y, (Y;i€R)

f:y”:;)mtique m A chaque observation Y; est associée une observation
m (Contréle reste) pour tout ¥ € ©, pour tout a dans un des Z- et M- auxiliaire X; € RX
o a estimateurs )
VOTER 2 b m On suspecte I'échantillon
2
< .
Bola) < g(e). Eaf00)] < o Xi Xy (X< 7
AL de contenir la < majeure partie de la variabilité des Y; >. Sl
~ Ey[o(9, X)?
V(D —9) < p (0, 2L XT]y
(Es[999(9, X))

Modélisation de I'influence Motivation : meilleure approximation L2

MAP 433 : MAP 433 :

Introduction Introduction
aux méthodes aux méthodes

m Si X; contient toute la variabilité de Y}, alors Y; est e net
ques. statistiques.

mesurable par rapport 3 X; : il existe r : R¥ — R telle que Souiis . ) ) . . Cours 4
P PP ! g m Meilleure approximation 2. Si E [Yﬂ < 400, la meilleure

approximation de Y par une variable aléatoire X-mesurable
est donnée par |'espérance conditionnelle E [Y| X] :

\/i:r(xi)7

mais peu réaliste (ou alors probleme d’interpolation

numérique). E [(Y - "(X))z] = mhinIE [(Y - h(x))z]

m Alternative : représentation précédente avec erreur

additive : on postule
r(x) =E[Y|X =x], xeRk.
Modele de Mo(lelg de

Yi=r(X;)+&; régression, . , . '
! ( ’> 3 notion de m On appelle r(-) fonction de régression de Y sur X. S

< design >

&; erreur aléatoire centrée (pour des raisons
d'identifiabilité).



Régression Modele de régression a design aléatoire

= On définit : inroduction Introduction
aux mé.thodes e .. aux rlnélthodes
6 = Y — E [Y| X] — ]E [5] = 0 Stac'::::'jfs- Deflnltlon sti;:;sl:::’gLfs.
m On a alors naturellement la représentation désirée Modele de_' régression a design aléatoire = donnée de
v X B 0 ['observation
= r =
(X)+¢& E[¢] (X1, Y1), -, (Xn, Ya)
si I'on pose ..
P avec (Y;,X;) e RxR¥ jid., et
r(x) =E[Y|X=x], xeR*
() [V I Y =r(®,X)+&, E[¢]X;]=0, 9O CR.
= On observe alors un n-échantillon m x ~ r(1,x) fonction de régression, connue au paramétre
(le Y1)7 B (XI‘h Yn) Modzle de pféS. Modzle de
iy rgresion
ol "2 ecign > m X; = variables explicatives, co-variables, prédicteurs; s>

Yi=r(X))+¢&, E[§]=0 (X1,...,X,) = design.

avec comme parametre la fonction r(-)+ un jeu
d'hypothéses sur la loi des &;.

Modeéle alternatif : signal+bruit Modele de régression a design déterministe

MAP 433 : MAP 433 :
Introduction Déf|n|t|on Introduction

aux méthodes aux méthodes

m Principe : sur un exemple. On observe R Modéle de régression a design déterministe = donnée de statistiques.

Cours 4
|'observatio
Y= r(d,i/n)+&, i=1,....n rvation

(X17 Yl)a ceey (Xn, Yn)

ou r(v,-) : [0,1] — R est une fonction connue au avec Y; € R, x; € R¥, et
parametre J € © C RY prés, et les & sont i.i.d., J
E[gl]zo Y,'=I’(19,X,')—|—§,', E[g;]zo, ¥ €O c R

m But : reconstruire r(v,-) c'est-a-dire estimer ¥. m Xx; déterministes, donnés (ou choisis) : plan d’expérience,

m Plus généralement, on observe points du < design >.

m Hypotheses sur les §; : a débattre. Pour simplifier, les &;
Yi=r(d,x;)+&, i=1,....n sont i.i.d. (hypothése restrictive).

Régression 3 Régression 3
design design

. . , .. déterministe m — les Y; ne sont pas I.I.d. déteministe
ol Xi,...,X, sont des points de R¥ déterministes. ! p

Question : Comment estimer 8 dans ce modeéle ?



Régression gaussienne EMV pour régression gaussienne

MAP 433: MAP 43:_’,:
m Modele de régression a design déterministe : JI.‘S;Z?EEZZS m Le modele {Pj = loi de (Yi,...,Y,),d € Rk} est dominé JJE“;‘L??ZZ;
) par u"(dy1 .- dyn) = dyr .. dyn. TIE
Y,-:r(19,x,-)—|—£,-, Y€ © CRY. a Dol
m Supposons : & ~ N(0,02), i.i.d. dP" n
9 _ 1 — 1 (v — ¥ 2
m On a alors le modele de régression gaussienne. Comment du” (152 yn) 1—[1 V2ro? exp( 202 (¥i — (¥, xi)) )
. . P . . 1=
estimer ¢ 7 On sait explicier la loi de I'observation n
Z =(Y1,...,Yn) = appliquer le principe du maximum =2 —exp(—55 Y (vi—r(¥ x,-))z).
de vraisemblance. (vamo?)r 2 ;
m Laloide ¥ m La fonction de vraisemblance
1
Py’(dy) = exp ( — 7(_)/ — r(19 X))2)dy Régression 3 n Régression 3
oyl 2 el e 1 e
27'('0'2 20 ge‘termimste En(ﬂ, \/17 e Yn) X exp ( — 272 (\/’ — r(19, X[))z) jeterministe
< dy. S

Estimateur des moindres carrés Droite de régression

Maximiser la vraisesmblance en régression gaussienne = AP 28 ¢ MAP 433 :

L. i , Introduction Introd'uction
minimiser la somme des carrés : autxt'v:’,thodes autxtmjthwes
statistiques. N N J— statistiques.
) =T m Modele le plus simple ‘ r(d,x)=a+ bx‘ P
2 .
g (Yi = r(9,%;))” — min.
i=1 ved ’Y,':a+bx,-+£,', I:17"'7n‘

Définition avec V) = (a,b)T € © = R? et les (xi, ..., x,) donnés.
Estimateur des moindres carrés : tout estimateur 5nm° t.q.
= . 2
Y1 € argmingeo Y ry (Y,- — r(19,x,-)) . . n ,
9. = (3,b) = arg min (Yi—a—bx)".
(a,b)cR? P

m L'estimateur des moindres carrés :

m L'EMC est un M-estimateur. Pour le modeéle de régression
Régression &

gaussienne : |[EMV = EMC | m Solution explicite existe toujours, sauf cas pathologique
design

m Existence, unicité. détermiiste quand tous les x; sont les mémes (Poly, page 112). seemins
a droite des
m Propriétés remarquables si la régression est linéaire : moindres carrés
r(9,x;) =97 x;.
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Introduction Introduction
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Régression linéaire multiple (=Modegle linéaire) EMC en régression linéaire multiple
MAP 433 : MAP 433 :
Introduction ) i . , i L. Introduction
La s o de ré ) " 9T . On ob a:tzt';;fit:fies m Estimateur des moindres carrés en régression linéaire asutxag;fit:fj:s
m La fonction de régression est r(v,x;) = U7 x;. On observe Cours 4 multiple : tout estimateur 9™ satisfaisant Cours 4
(Xl,Yl),...,(Xn,Yn) n . 5 n 5
Z(Y,-—(ﬁn’“c)Tx,-) = mink (Y,-—19Tx,-) .
avec i=1 VERY T

Y,=9Txj+&, i=1,...,n

m En notations matricielles :

ol ¥ € © =RK, x; e R¥.

Qmc 2 _ : _ 2
m Matriciellement Y —Mde|= = 19'2]'1£‘k||Y M|

Y =M+ ¢ = mi‘r}||Y—v||2
ve

avec Y = (Yg,...,Yo) T, €= (&,...,&) et M la
matrice (n x k) dont les lignes sont les x;. ot V=ImM)={veR":v=M9, JecR}
Projection orthogonale sur V. o

Régression
linéaire multiple

linéaire multiple



